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CLASA A XI -a

1. Fie numerele reale a si b cu a > 1,0 > 2. Consideram sirul (z,),>1 definit prin
2
1 =a $i Tpyt :bxi—g,nz 1.

Sa se calculeze:
i) lim z,
n—oo
i)

Tn

lim )
n—oo by - Ty ... Ty

2. Fie (an)n>1 un sir strict crescator de numere naturale, a; > 1. Studiati
convergenta sirului

n

1

——n=1,2, .

Ty =
unde [z, y] reprezinta c.m.m.m.c al numerelor naturale z si y.

3. Fie A € M,(R) o matrice pentru care exista trei matrice B,C, D € M, (R)
astfel ca:
AP =2*B+k-C+ D, VEke{l1,234} (1)
Sa se arate ca relatia (1) are loc pentru orice k € N*.
4. Fie f: (0,00) — (0,00) o functie care satisface relatia f(f(x)) = z? pentru orice
z € (0, 00).

1. Sa se determine f(1).
2. Sa se determine functia f stiind ca este derivabila in punctul z =1

Nota: Timp de lucru 4 ore



SOLUTII SI BAREME
Clasa a XI-a

1. Fie numerele reale a §i b cu a > 1,0 > 2. Consideram sirul (z,,),>; definit prin

. 2
x1:a§1In+1:bxi_g7n21.

Sa se calculeze:

lim )
n—oo by - Ty ... Ty
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Solutie:
i) Avem
2 2 2
deoarece este echivalentd cu a?b? >4 .. ... .. . 1p

Presupunem z,, > % sl avem:

2 4 2 2
T N P ———
mHT T 2 ob b
2
Asadar, z, > 7 (V)N € Ny > 2 1p
Din 5 5
xn+1—xn:bxi—xn—g>b-g~xn—xn—g:
2
:xn—5>0pentrun22,
rezulta ca (x,) este Strict CresCAtOr. ...........ii.iieii i 1p
Presupunem ca (x,),>1, este marginit superior, atunci rezulta ca (x,),>1 este conver-
o) 1 7 1p
Fie lim,, .o z,, = [, trecand la limita in relatia de recurenta, obtinem:
2
[ =bl*— i
care are radacinile I} = 2 si Iy = —3.
Nici una din aceste valori nu poate fi limita girului. ............. ... ... ... ... 1p
Avem contradictie. Rezulta ca girul nu este marginit, deci lim z, = 400 ........ 1p
n—oo
ii) Acum, din
1
0< < — — 0, rezulta
by Ty ... Ty b7}
. L,
lim = 0. e 1
n—>00an1'I2'...'£L’n P



2. Fie (an)n>1 un sgir strict crescator de numere naturale, a; > 1. Studiati
convergenta girului

1

— n=12 .
[aiaai—i-l]

Ty =
i=1

unde [z, y] reprezinta c.m.m.m.c al numerelor naturale z si y.
Dumitru Acu, Sibiu

Solutie. Mai intai demonstram ca pentru numerele naturale a,b,a < b, avem b —a >
(a,b), unde (a, b) reprezinta c.m.m.m.c al numerelor a §i b. ......................... 1p

Fie d = (a,b); atuncia =b-z,b=d -y cu (z,y) = 1.
Dina<bavemz <ycuy—x>1.
Prin urmare, avem b —a =d(y —z) > d=(a,b). ... 1p

Cum
1

>0,
[anrla xn+2]

Tn41 — Tpn =

deducem ca girul (z,,) este strict crescator ............. ..o, 1p

Folosind relatiile
b
(a,b) = 0 >0sib—a>(a,b)

[a, 0]
putem scrie
ab
D — @ > o 1
~ fa.t) P
iar de aici:

1 < 1 0.5
0] S b T .5p
Cu aceasta inegalitate, putem scrie

1 1 1 1 1
e e e e 1p
ay az 2 as An  Ap41
1 1
o 0.5p
(4] Ant1
1
de unde @, < — 0.5p
a1
Rezulta ca sirul (z,),>1, este marginit si deci convergent. ..................... 0.5p



3. Fie A € M,(R) o matrice pentru care exista trei matrice B,C,D € M, (R)
astfel ca:

AP =2*B 1+ k-C+ D, Vke{l,23,4} (1) (1)
Sa se arate ca relatia (1) are loc pentru orice k € N*.
Vasile Pop, Cluj - Napoca

Solutie. Pentru £ = 1,2, 3,4 obtinem relatiile:

A=2B+C+D (2)
A*=4B+2C+ D (3)
A*=8B+3C+D (4)
A*=16B+4C+ D (5)
..................................................................................... 1p

Inmultind relatia (2) cu —2, relatia (3) cu 5, relatia (4) cu —4 si relatia (5) cu 1, 1p
prin adunare obtinem:

A —4A% + 542 — 24 = 0A* = 4A4% —5A% + 24

..................................................................................... 1p
Daca prin inductie presupunem ca relatia (1) este adevarata pentru k, k — 1 gi k — 2 1p

rezulta:
AR 442" B+ k-C+ D) -502 - B+ (k—1)C+ D) +22?. B+ (k—2)C + D)
=(2-2F1 —5. 282 4 ok B 4 (4k —5(k — 1) +2(k —2))C + (4 —5+2)D

=2"1B +(k+1)C + D,

deci relatia are loc si pentru k + 1.



4. Fie f: (0,00) — (0,00) o functie care satisface relatia f(f(x)) = z? pentru orice
z € (0,00).
1. Sa se determine f(1).
2. Sa se determine functia f stiind ca este derivabila in punctul z =1

Dorin Andrica, Cluj - Napoca
Solutie.

Vom Arata ca functia f satisface relatia:

V@) = FVE), oo 1p

pentru orice z € (0, 00), relatie care se va dovedi utila in continuare. intr—adevér, din
relatia satisfacutd de f rezulta f(f(f(x))) = f(x?), «oooiirii 1p

deci obtinem f2(x) = f(2?) pentru orice z € (0,00). Inlocuind z cu /z rezulta relatia

de mai sus.
1) Pentru z = 1 obtinem f2(1) = f(1),deci f(1) =1 ..coooiiiiiiiiiiii .. 1p

2) Prin inductie rezulta imediat ca are loc relatia:

FR) T = (@77, o 1p

pentru orice numar natural n si pentru orice z € (0,00). Obtinem:

fla) = lim (f(z2))*" = lim (1 + (f(z27) —1))*" =

n—oo n—oo

. NP
i A e 1p
Notand ¢ = 227 obtinem 2" = lfrll—f si deci limita de la exponent devine:

. 1 Iz _ t—1 f) -1 _
Jim (f(277) —1) = lim - —(f(¢) = 1) = (lne)lim 57— - —————=f (1) Inz, 1p

. 2 : : : L 2
Prin urmare f(z) = 2, unde ¢ = f’(1). Prin verificarea din enunt rezultd z = 22,

deci ¢ = +£/2.
Prin urmare functiile cu proprietatea din enunt sunt f(x) = V2 f (r) = V2 1p



