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CLASA A XII -a

1. Fie f:[0,1] — [0,1] o functie continua si a > 0. Sirul (x,)>0, cu x, € [0,1] este
definit prin:
ar, + fow" ft)dt

a—+1
Studiati convergenta sirului si sa se calculeze limita sirului.

Ln+1 =

1
2. Fie f:[1,00) — R derivabila astfel ca f'(z) = P BT si f(1) > 1. Sa se
4z f2(x

arate ca f(x) < f(1) +In /2 pentru orice z € [1, 00).

3. Fie (A,+,-) un inel finit cu proprietatea ca 1 +1 = 0. Sa se arate ca numarul
solutiilor ecuatiei 22 = 0 este egal cu numarul solutiilor ecuatiei 22 = 1

4. Fie K un corp finit de caracteristica p,a € K* si f € K[X]. Aratati ca
urmatoarele doua afirmatii sunt echivalente:

(a) f(X)=[f(X+a)
(b) exista g € K[X] astfel incat f(X) = g(X? — a?~ ' X)

Nota: Timp de lucru 4 ore



SOLUTII SI BAREME
Clasa a XII-a

1. Fie f:[0,1] — [0,1] o functie continua si a > 0. Sirul (x,)>0, cu x, € [0,1] este
definit prin:
ax, + fox" f()dt

a+1
Studiati convergenta sirului si sa se calculeze limita sirului.

Tn1 =
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Solutie. Prin inductie se arata imediat ca x,, > 0,Vn € N. ...................... 1p
Avem N
Tpa1l — Ty = — Dz, + —— t)dt =
= (=Dt [ 1)
T 1 Tn

= - + DYt o 1

a+1 a+1 /0 ) p

1 o
= ) = 1)dt < 0 o 1

1] o< p

de unde rezulta ca sirul este monoton descrescator.
Deci, girul este convergent ........... ... 1p.

Pentru f(t) =1, (V)t € [0,1] sirul este constant x,, = xo(V)n € N,
AeCl liMy, o0 T = 0« oot et 1p.

Pentru f # 1, fie lim,, o x, = [.
Trecem la limita in relatia de recurenta si avem:

(a+ 1)l =al+ /lf(t)dt

sau
L N 3 17 1p
sau 0
- nar=o

0
deunde [ = 0 ... 1p



1
2. Fie f . [1, OO) — R derivabila astfel ca f’(l‘) = m §l f(l) 2 1.

Sa se arate ca f(r) < f(1) 4+ In+/2 pentru orice x € [1, 00).
Emil C. Popa, Sibiu

Solutie. f'(x) > 0 rezulta ca f este strict crescatoare si f(t) > f(1) > 1 pentru orice

120 1p
Avem . .
"(t) = < 12 2
M=o pe “Fre ) S o0t P
Putem scrie:
f@) =1+ [ rod< g+ [ - 1
= 1 3 ), B e p
1 x2 1
— ) +=(1 e 2
f(>+2<nx2+1 nz) p
1
< f(1)+§1n2, ................................................................. 1p



3. Fie (A, +,+) un inel finit cu proprietatea ca 1 +1 = 0. Sa se arate ca numarul
solutiilor ecuatiei 2 = 0 este egal cu numarul solutiilor ecuatiei 22 = 1

Mihai Piticari, Campulung Moldovenesc

Solutie. Fie M = {4, ..., z,,} multimea solutiilor ecuatiei > = 0 si N = {y1, ..., Yn}
multimea solutiilor ecuatiei 2 = 1. ... .. ... .. . 1p

Consideram functia f: M — A, f(z) =14 2. oo 1p

Avem f(z)? = (1+2)?> =1+ 2z +2* =1, pentru orice x € M, deci f(x) € N, pentru

OTICE T € M. o 1p
Deoarece f este injectiva rezulta ca m < m. ... 1p
Fie functia g : N — A, g(x) = 14 . oo 1p
Avem g(z)2 = (14 2)2 =142 +22 =0, .ot 1p

deci g(x) € M, pentru orice z € N. In plus, g este injectiva, deci avem gi n < m.
Rezulta m = m ..o 1p



4. Fie K un corp finit de caracteristica p,a € K* si f € K[X]. Aratati ca
urmatoarele doua afirmatii sunt echivalente:

() f(X)=[f(X+a)
(b) exista g € K[X] astfel incat f(X) = g(X? — a?~ ' X)

Mihai Piticari, Campulung Moldovenesc, Sorin Radulescu, Bucuresti

Solutie.
(b) = (a)

fX +a)=g(X+a)’ —a" (X +a)=g(XP+a’ —a"'X —aP) =

Daca f este constant, atunci g = f. ... .. 1p

Presupunem f neconstant.

Avem f(0) = f(a) = f(2a) = ... = f((p — 1)a), adica 0, q, ..., (p — 1)a
sunt radacini pentru polinomul f(X) — f(0). ... i 1p
Atunci f(X) — f(0) = X(X —a)..(X —(p—1)a)- fr(X) ..o 1p

Dar X (X — a)(X —2a)...(X(p —1)a) = XP —a?"'X = h, deci f = h- f, + ay,
unde ag = f(0) oottt 1p

Din f(X) = f(X + a) rezulta fi(X) = f1(X + a) si, procedand ca mai sus, obtinem

fi=h-fotascuay = f1(0), ..., fuo1=h- fu+a,1cua, 1 = f,_1(0) si f,, = a, polinom
constant.

Din aceste egalitati deducem f = a,h" + an_1h" ' + ... + a1h + ao si atunci g = a, X"+
U1 X T A QI X Q0 oo 1p



