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CLASA a VIII -a

Problema 1. Fie ABCDA'B'C'D’ o prisméa patrulatera dreapta cu bazele patratele
ABCD si A/B'C'D’ in care AA' = /2 si AB = 1. Notam cu M, N, O mijloacele
segmentelor [BB’], [DD’] si [BD].

a) Aratati ca A'B L (AMD);
b) Daca {G} = A/ON(AMN), aratati ca G este centrul de greutate atat pentru triunghiul
AMN cat si pentru triunghiul A’BD.

Gazeta Matematica, nr. 10/2012

Solutii si bareme:

a) Fie X = AM N A'B; triunghiurile A’X A gi BXM sunt asemenea, cu raportul de
asemnare g'—]@ =2
Avem: AX = %AM, AX = %A’B, deci
A'X?=SA'B* = S5(AB? + AA?) = 3
AX? = %AMQ = g(AB2 + BM?) =2

Se verifica relatia AX? + A’ X? =2 = AA”?, deci triunghiul AX A’ este dreptunghic, adica

A'B LAM C (AMD) (1) ..o e e 1p
Pe de alta parte, DA L (A’AM), deci DA L AM (2).
Din (1) §i (2) rezultda AM L (ADM) .o 1p

b) Fie {Y'} mijlocul lui MN.
Avem YO L AD i AA" 1 AO, deci AA’ || OY. Dreptele A’O si AY sunt concurente i

cum AY C (AMN) rezulta ca {G} = AONAY .o 2p
Triunghiurile A’/GA si OGY sunt asemenea, cu raportul de asemanare ‘g—‘;‘,/ = 2, deci
AG _ 2 g AG _ 2 1

Y T 3 S 70 T Gt p

Deoarece AY este mediana in triunghiul AMN si A’D este mediana in triunghiul A’BD
rezulta ca G este centru de greutate in triunghiul AMN si tot G este centru de greutate
in triunghiul ABD ... 1p



Problema2. Sa se determine functiile f : N* — N* cu proprietatea

(1) [z,y] = [f(2), fW)],Ve, y €N cuz £y
( unde [x,y] este cel mai mic multiplu comun al numerelor x si y).

Maria Pop, Cluj-Napoca

Solutii si bareme:

Aratam ca singura functie este

Pentru x # 1 avem:

2= [1,2] L) FE)] 2 e 2p
= f(1) |osi fx) | o, Yo Lo Ip
Din f(1) |2 si f(1) |3 rezulta f(1) =1 ..o e 1p
si revenind in (1) rezulta

z=[f(1), f(x)]=[1,f(x)] = f(x), Ve £ 1. oo 2p
deci f() = @, Vo € NF L 1p



Problema 3. Fie ABC'D un paralelogram de arie 1 in care AD < AB < BD < AC.

Si se arate cii paralelogramul poate fi acoperit cu un dreptunghi de arie v/3.
Vasile Pop, Cluj-Napoca

Solutii si bareme:

Fie O intersectia diagonalelor AC si BD si punctele D’ pe semidreapta OD si B’ pe
semidreapta OB, astfel ca OD’=0B’=0C=0A (punctele D si B se afla pe segmentul
D B ) et 1p
Patrulaterul AB'C' D’ este un dreptunghi care acopera paralelogramul ABCD ........ 1p

Vom arita ci aria sa este cel mult v/3. Avem:

A(AB'CD') _ 2A(ACD') _ OD' _ 0A 1
AABCD) = BAACD) = O = QD vt rtrrs s s e p

In triunghiul ABD, AO este mediana si avem :

QA2 = HABLADY)_BD? o ABD*+BDY-BD® _ 38D _ 30D2 ... 2p
si atunci (92)2 <3, deci 98 < VB ... Ip
Dacia A(AB'CD') < /3 prelungim OC' la OCy, OD' la OD,, OA la OA,, OB’ la OB,
astfel Incat OA; = OBy = OCT = 0OD1 ... e 1p

si dreptunghiul A, B;CD; sa aiba aria exact V3.



Problema 4. Fie a,b > 0 numere reale cu proprietatea ca |a—b| > v/ab. Demonstrati

Ghita Romanta, Ghita Ioan - Blaj

Solutii si bareme:

Pentru a = 0 sau (si ) b = 0 avem o inegalitate evidenta ........................... 0.5p

Avem echivalent:
5a® + 5a?b? + 5b%a® + 5b° < 6a® + 6b° &

& 5a?b*(a+b) < (a+b)(a* —a®b+a?b® —abd +b) ... 1p
impér‘gim relatia prin a + b si obtinem:

S abla® + ) <a' —4a?D? + b = (a®> +0%)2 —6a%V® ... 1p
Notama-b=Psia+b=S

& P(S2—2P) < (8% —2P)% — BP% ... 1p
& PS?—2P? < 8*—4PS? —2P?

S 8 > 5P 82 & 52 > B 1p
S AP H D7 > 3ab . 1p
Sla—b2>aba|a—b|>Vab A 1p



